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This communication presents a method for calculating the electrostatic energy of the hydroxide 
Ca3A12(OH)12. The ions are represented as uniformly charged spheres, and the length of the 'free' 
(O-H)- bond is assumed to be constant and independent of the electrostatic potential produced by 
the charges of the other ions of the crystal; however, the orientation and charge distribution of the 
hydroxyl group are affected by the net electrostatic field. The coordinates of all the atoms but the 
protons, known accurately, are assumed to be fixed, and therefore by varying the orientation and charge 
distribution of the (OH)- group we can determine the minimum of the electrostatic energy. In this 
way the position of the hydrogen atoms in the crystal can be found. Agreement with neutron diffrac- 
tion measurements and the quantum mechanical model is satisfactory. The calculation is valid for 
other like compounds and could be useful in determining the position of the hydrogen atoms in these 
crystals. 

Introduction 

A la suite d'une 6rude structurale de l 'hydrogrenat 
Ca3A12(OH)12 (Cohen-Addad, Ducros & Bertaut, 1967) 
nous avons entrepris le calcul de l'6nergie 61ectro- 
statique de cet hydroxyde. La structure est d6crite dans 
le groupe d'espace Ia3d ( a=  12,57 A) avec huit mold- 
cules par maille: 

16 A1 en 16(a) (0,0, 0), 
24 Ca en 24(c) (~-,0,¼), 
96 O en 96(h)(0.030,0.056, 0.637), 
96 H e n  96(h) (0.101,0.049,0.662), 

(cristallographiquement 6quivalents aux param~tres 
H(0.149, 0.088, 0-799) pr6c6demment publi6s). L'6tude 
des spectres d'absorption infrarouge montre que les 
groupements O-H ne sont p a s  engag6s dans des liai- 
sons hydrog~ne et sont doric 'libres'. Afin d'utiliser les 
m6thodes de calcul 6tablies pour les compos6s ioniques, 
nous avons recherch6 un module simple de l 'ion (O-H)-  
permettant de ne consid6rer darts le cristal que des 
interactions purement ioniques. L'6nergie 61ectrosta- 
tique de ces ions est alors une fonction simple des 
positions atomiques (Bertaut, 1952; Templeton, 1955; 
Templeton & Jones, 1956; Johnson & Templeton, 
1961). La recherche d'un minimum de cette 6nergie en 
fonction de la position des protons permet leur loca- 
lisation, les autres param~tres structuraux connus avec 
une grande pr6cision demeurant constants. La validit6 
du module choisi est contr616e dans le cas de 
Ca3Alz(OH)12 par l 'accord entre ces r6sultats et les 
param~tres d6termin6s par diffraction neutronique. 

Ant6rieurement, un calcul bas6 sur le m~me principe 
mais appliqu6 h des mol6cules d'eau a conduit ~ de 

bons r6sultats dans le cas d'hydrates off les protons 
sont par ailleurs engag6s dans des liaisons hydrog~ne 
(Baur, 1965). 

Description du module 

La coh6sion du cristal de Ca3Alz(OH)12 est assur6e par 
deux types d'interactions: les interactions ioniques des 
liaisons A1-O et Ca-O;  l 'interaction covalente dans le 
groupement (O-H)-.  Les cations m6talliques seront 
repr6sent6s par des spheres uniform6ment charg6es de 
rayon ri 6gal au rayon ionique de l'616ment consid6r6 
d'apr~s la classification de Pauling (1960): 
Aluminium: charge +3e  en 16(a), r i=0 ,5  A (e charge 
de l'61ectron); 
Calcium: charge + 2e en 24(c), ri = 0,99 A. 

L'interaction covalente dans le groupement (O-H)-  
ne permet pas de le repr6senter par deux ions ind6- 
pendants, O 2- et H +, mais par une seule distribution 
de charges interagissant avec le reste du cristal. 

Dans l'hypoth~se d'un ion unique d e  charge , 1, 
sph6rique, de rayon 1,53 A, analogue aux ions F -  et 
C1- (Wells, 1962) on n'obtient pas une 6valuation 
satisfaisante de l'6nergie (pas de minimum). Un module 
plus complexe de l ' interaction O-H a 6t~ ~labor~ 
l'aide de th6ories quantiques. Les calculs conduisent 
dans ce cas/~ un groupement (O-H)-  libre de longueur 
0,94 A et de moment dipolaire 3,35D (Cade, 1967). 
Pour un trai tement classique du calcul nous admet- 
trons que la longueur, d, d 'un groupement (O ,H) -  
libre, dont la valeur varie peu avec le compos6, est 
ind6pendante du potentiel 61ectrostatique cre6 par les 
autres charges du cristal et nous adopterons la valeur 
d=0,97 A g6n6ralement observ6e. Seule l 'orientation 
du groupement (O-H)-  d6pend de l 'environnement et 
doit assurer un minimum h l'6nergie 61ectrostatique 
du cristal. 
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Le groupement (O-H)-  est alors repr6sent6 par la 
juxtaposition de deux sph6res uniform6ment charg6es: 

charge ( - 2 + c 0 e  en 96(h) (param6tres de l'atome 
d'oxyg6ne), ri = 1,4 A, ~ = param6tre variable; 

charge (1 -~)e  du proton, h 0,97 A, de la charge 
ci-dessus, en 96(h) (param6tres variables v6rifiant do-u = 
0,97 ,~), ri = l/2 off lest  la distance H-H g6n6ralement 
observ6e dans les compos6s hydrog6n6s, soit 1,6 ~ 2 A. 
Nous avons choisi r~ =0,9 fk. 

L'interaction 61ectrostatique s'exprime par la relation 

E =  Vl q- V2--F V3 , ( 1 )  

Partie variable de I'~nergie 61ectrostatique 
2n W'(e2/a) 
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Fig. [. Recherche d'un minimum de l'6nergie ~]ectrostatique de 
]'hydroxyde Ca3A12(OH)12 en fonction de la position du 
proton sur ]a sph6re de rayon 0,97 ~ centr6e sur l'atome 
d'oxyg6ne pour diff6rentes distributions de charges du 
groupement (O-H)-.  Nota: e, charge de l'61ectron, a, para- 
m6tre de maille, ye t  z sont exprim6s en coordonn6es cristal- 
lographiques. 

V1, interaction entre les cations m6talliques est con- 
stant; V2 est l'interaction d'un groupement (O-H)-  
avec le reste du cristal; V3, interaction entre un atome 
d'oxygbne et le proton, est fonction de d; il est con- 
stant dans l'hypothbse ci-dessus et n'interviendra pas 
au cours du calcul. Le probl6me est ainsi ramen6 au 
calcul de l'6nergie 61ectrostatique dans un cristal ioni- 
que. kes parambtres variables sont la distribution de 
charge du groupement (O-H)-  et son orientation. 

Expression de l'~nergie ~lectrostatique 

Pour une distribution p6riodique ~ sym6trie sph~rique 
cette 6nergie s'exprime par une s6rie convergente (Ber- 
taut, 1952): 

I o(r)0(r + u) dv(r)dv(u) = 1 IG(h)l 2 We= lul 2zr I2 X h2 (2) 
t ]  

h, rayon vecteur de l'espace r6ciproque ([/[z-2+k-2+12/a 
pour un cristal cubique de param6tre de maille a). 

avec 

Q(r)= V -1 Z" G(h) exp (-2rcihr) 
h 

G(h) = X gk(h) exp (2zdhre) 
k 

g~(h) = 3qk( sin c~k-~k cos ae)/~, • 

~e=2zclhIRe, Re rayon de la sph6re dont le centre en 
re porte la charge q~c. D'ofi la relation" 

1 1 
We- 2rcV ~ h 2 [~ge(h)2 

+ X X gk(h)gp(h) exp 2rdh(rk-  rp)]. (3) 
k#p 

Le premier terme repr6sente la self-6nergie. Dans le 
deuxi6me terme qui repr6sente l'6nergie E de la formule 
(1), seule l'6nergie d'interaction, avec les groupements 
(O-H)-  est variable. La position de l'atome d'oxyg6ne 
6tant fixe, la partie variable de l'6nergie V2, soit W', 
d6pend uniquement de la position du proton et de sa 
distribution de charge v6rifiant les conditions suivantes: 

r H = r o + d  1d1=0,97 ~ ,  
go-H(h) =go(h) +gH(h) exp (-- 2rcih • d). 

D'ou l'expression de W' en fonction de la partie tri- 
gonom6trique Adh) du facteur de structure pour cha- 
que site cristallographique: 

W ' -  1 1 [2gn(h)AH(h) [go(h)Ao(h) 
2zcV ~ h 5 -  

+ gca(h)A ca(h) + gAl(h)A Al(h)] + [gH(h)A H(h)]2] • (4) 

W' comprend la self-6nergie relative au proton et un 
terme d'interaction entrc O et H d'un marne groupe- 
ment (O-H)-  sans signification physique. Ces termes 
sont ind6pendants de la position du proton pour une 



1646 t~NERGIE E L E C T R O S T A T I Q U E  DE L ' H Y D R O X Y D E  Ca3A12(OH)12 

distribution de charge donnre, et n'interviennent pas 
dans la recherche du minimum de W'. 

R ~ s u l t a t s  d e s  c a l c u l s  

L'rnergie W' a 6t6 calculre en fonction de la position 
du proton variable sur une sphere de rayon 0,97/~, 
centrre sur l 'atome d'oxyg~ne.* La connaissance de la 
position des atomes d'aluminium et de calcium permet 
de limiter h priori une rrgion de la sphere off la loca- 
lisation du proton est possible, soient les conditions 
x a  > 0,03, zrt > 0,637. Les deux coordonn6es yrt et z a  
&ant variables, xrr est alors calcul6 par la condition 
do-rr=0,97 A. 

Le calcul a 6t6 effectu6 jusqu'au rayon vecteur rrci- 
proque Vh 2 + k a + 12/a = 8/a, assurant une convergence 
convenable de la srrie (4). 

Les param&res du proton assurant un minimum de 
l'rnergie W' pour diffrrentes rrpartitions de charges 
du groupement (O-H)-  sont indiqurs dans le Tableau 
1. La Fig. 1 reprrsente l'allure des courbes obtenues 
sur des portions de cercles, sections par de la sphere 
centrre sur l 'atome d'oxyg~ne et de rayon 0,97 A par 
des plans de cote y constante. 

Tableau 1. Dktermination de la position de l'atome 
d'hydrogkne assurant un minimum gt l'~nergie ~lectro- 
statique de Ca3Alz(OH)lz: variation en fonction de la 

rOpartition de charge du groupement (O-H)-  

R6partition des charges 
Oxygrne Hydrogrne xa ya za 

- 2e We 0,089 0,080 0,685 
- 1 ,7e  -t-0,7e 0,091 0,075 0,685 
- 1 ,6e  +0,6e 0,092 0,070 0,685 
- 1 ,5e  +0,5e 0,092 0,070 0,685 
- 1,4e  +0,4e 0,090 0,065 0,685 
- -  1,3e  +0,3e 0,094 0,055 0,685 
- -  1,2e  +0,2e 0,094 0,055 0,685 

Nota: xo =0,03, yo =0,054, zo=637; do-~t =0,97/~. 

La prrcision est estimre ~t 0,15 A (0,005 sur chaque 
param&re). D'autre part le choix d'une valeur & = 0,8 A 
pour le proton n 'a  pas d'influence significative sur les 
rrsultats mais diminue la convergence de la srrie (4). 
Le meilleur accord avec les rrsultats de la diffraction 
neutronique correspond /t err=0,3. L'rcart  entre les 
deux positions est dans ce cas de 0,3 A. Compte tenu 
de la prrcision des deux mrthodes les deux rrsultats 
sont cohrrents (rcart-type de 0,06 A sur la position du 
proton drterminre par la diffraction neutronique). 

Utilisant la valeur du moment dipolaire d&erminre 
dans le module quantique, soit 3,35 Debye, nous avons 
calcul6 la rrparti t ion de charges obtenue pour le module 
ci-dessus. Par suite de la symrtrie axiale, le moment 
dipolaire est 6quivalent h celui de deux charges ponc- 
tuelles qo et qrT occupant les positions drcrites ci-dessus 

* Calculs effectues sur les calculateurs CAE 510 et GE 600. 

et vaut: 
d 

( -  qo + qrt) -~- = 3,35D, 

off q o = ( - 2 + ~ ) e ,  qr~=(1 -c~), d=0,97 A. 
On obtient, dans ce cas: 

~ = 0 , 8 ,  d'ofi qo = - 1,2e, qr t=0 ,2e .  

Ceci, en bon accord avec le module simplifi6 utilis6 ici, 
en confirme la validitr. 

C o n c l u s i o n  

La m&hode de calcul utilisre dans ce travail ne permet 
pas une localisation prrcise des atomes d'hydrog~ne 
dans un hydroxyde. Ceci s'explique par la simplicit6 
du module choisi. Cependant, dans le cas de l 'hy- 
droxyde Ca3A12(OH)a2 dont la structure 6tait connue 
par ailleurs, elle a montr6 qu'une approche convenable 
de la position des protons peut &re obtenue par la 
recherche d'un minimum de l ' intrraction 61ectrostati- 
que du groupement (O-H)-  avec le reste du cristal. 

On pourrait donc appliquer ce calcul avec les mames 
hypotheses ~ d'autres composrs comportant des 
groupements hydroxyles libres. En effet la diffraction 
neutronique permet une localisation plus prrcise des 
atomes d'hydrogbne; la localisation h priori de ces 
atomes par la re&bode ci-dessus peut faciliter l'inter- 
prrtation des spectres de diffraction neutronique par 
la d&ermination correcte des phases des facteurs de 
structure ou m~me permettre directement la rralisation 
d'affinements par moindres carrrs. 
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